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分形理论及其应用
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(南昌大学机电工程学院 ,江西 南昌　330029)

摘要:分形理论是现代非线性科学中的一个重要的分支 , 是科学研究中一种重要的数学工具和手段。介绍了

分形理论的基本概念 , 给出了分形理论的重要参数分形维数的几种常见定义和计算方法。重点介绍了分形理

论在从自然科学到社会科学的各个领域 ,如工程技术 、物理 、化学 、生物医学 、材料科学 、天文地理 、经济管理 、

计算机图形学等学科领域的应用及其最新的进展情况。最后 , 展望了分形理论的应用前景及其发展方向 ,提

出分形理论将面临和有待解决的问题。
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Abstract:Fractaltheoryisabranchofnonlinearscienceandanimportantmeansforsciencere-

search.Thispaperintroducesthebasicconceptandseveralcalculatingmethodsoffractaldimension

asamainparameteroffractaltheory.Primarily, itissummarizedthatfractaltheoryhavebeenusedin

variousfieldsfromnaturesciencetosocialsciencesuchasengineering, physics, chemistry, biomedi-

cine, materialscience, astronomyandgeography, economyandmanagement, computergraphics, etc.

Intheend, theforegroundanddevelopmentalorientationoffractaltheoryisprospected, andproblems

infaceoffractaltheoryisadvanced.
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　　分形理论作为一种新的概念和方法 ,正在许

多领域开展应用探索 。 80年代初国外开始的 “分

形热”经久不息 ,并且在各个领域发挥重要的作

用 。美国著名物理学家惠勒说过:“今后谁不熟

悉分形 ,谁就不能被称为科学上的文化人 。”

1　分形理论的介绍

1.1　分形的定义

分形(Fractal)一词 ,是 1973年曼德勃罗(B.

B.Mandelbrot)
[ 1]
由拉丁语 Frangere一词创造而

成的 ,其原意具有不规则 、支离破碎等意义 ,分形

几何学是一门以非规则几何形态为研究对象的几

何学。由于不规则现象在自然界是普遍存在的 ,

因此分形几何又称为描述大自然的几何学 。但目

前分形还没有一个确切的定义 ,分形是对没有特

征长度但有某种意义下的自相似性的形体和结构

的总称 。

1.2　分形的判定方法
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目前 ,判断分形与非分形 ,尚无确定的方法 ,

国内外学者所采用的方法大致有:(1)人工判定

法;(2)相关系数检验法;(3)强化系数法;(4)拟

合误差法;(5)分维值误差法;(6)总体拟合法等 。

1.3　分形维数的定义

分形维数是描述分形的重要参数 ,能够反映

分形的基本特征 ,但由于侧重面不同 ,有多种定义

和计算方法 。常见的有相似维数 、豪斯道夫维数 、

容量维数 、计盒维数等 ,它们有各自不同的应用。

以下介绍几种常见的定义
[ 2]
。

1.3.1　相似维数 DS　一般来说 ,如果某图形是

由把原图缩小为 1/r的相似的 N个图形组成 ,则

有:

r
D
=N, DS=logN/logr (1)

的关系成立 ,则指数 D称为相似维数 , D可以是

整数 ,也可以是分数。相似维数 ,通常被定义为具

有严格自相似性的维数。

1.3.2　容量维数 DC　容量维数是利用相同大小

形状的小球或立方体包覆几何对象而定义的维

数 ,由著名苏联数学家科尔莫哥诺夫提出的。

设一几何对象 S,若用直径为 ε的小球为标

准去覆盖 S,所需的小球的最小数量为 N(ε),则

S的容量维数为:

DC=lim
ε※0

logN(ε)
log(1 /ε)

(2)

1.3.3　豪斯道夫(Hausdorff)维数 DH　设一个整

体 S划分为 N个大小和形态完全相同的小图形 ,

每一个小图形的线度是原图形的 r倍 ,则豪斯道

夫维数为:

DH=limr※0

logN(r)
log(1/r)

(3)

豪斯道夫维数和容量维数都是基于包覆的 ,

其不同点在于容量维数是用相同大小形状的球或

立方体去作包覆定义维数 ,而豪斯道夫维数是用

最有效的包覆来定义的维数。

1.3.4　信息维数 Di　将空间作等分分割 ,然后

根据进入这些子空间中点的概率来定义的维数 ,

称为信息维数。

若考虑在豪斯道夫维数中每个覆盖 S中所含

分形集元素的多少 ,并设 Pi表示分形集的元素属

于覆盖 S中的概率 ,则信息维数为:

Di=limε※0

∑
N

i=1
PilogPi

logε
(4)

在等概率的情况下 ,信息维数等于豪斯道夫

维数。

1.3.5　计盒维数 Db　将用边长为 1/2
n
的封闭

正方盒子覆盖 S,若 S中包含的小方盒数量 M

(n),则计盒维数为:

Db=lim
n※∞

logM(n)
nlog2

(5)

除上述定义的几种分形维数外 ,还有谱维数 、

模糊维数 、拓扑维数 、广义维数 、微分维数 、分配维

数 、质量维数 、填充维数等 。

2　分形理论的应用

分形理论自从它诞生那一天开始就和应用研

究密不可分 ,它的应用范围非常广泛 ,从大分子到

宇宙星系 ,从自然科学到社会科学 ,凡是具有自相

似性的现象就有分形存在 。以下列举一些在各个

学科领域中的应用情况。

2.1　在工程技术中的应用

2.1.1　分形理论在摩擦学中的应用　分形理论

在摩擦学中主要用于粗糙表面的表征 、接触模型

分析 、磨合磨损预测 、摩擦温度分布以及磨屑的定

量分析等领域。粗糙表面接触的分形模型有由

Majumdar和 Bhushan等基于 W-M分形函数提

出的 M-B分形模型以及由 Warren和 Thomas等

以 Cantor集抽象近似提出接触模型
[ 3]
。

2.1.2　分形理论在疲劳断裂分析中的应用　在

疲劳裂纹的断裂分析中 ,通常假定裂纹是平直扩

展的。然而大量实测表明 ,疲劳裂纹扩展路径通

常是不规则的 ,产生粗糙断裂表面裂纹的不规则

扩展导致疲劳断裂行为(有效应力强度和有效裂

纹扩展速率)显著的变化 。应用分形几何实现定

量描述疲劳裂纹扩展路径 ,建立裂纹扩展的分形

模型
[ 9]
,可以更好地探讨裂纹扩展对疲劳行为的

影响 ,研究表明 ,分形裂纹扩展使应力强度范围低

于外加应力强度范围 ,实际裂纹扩展速率大于表

观裂纹扩展速率
[ 4]
。

2.1.3　分形理论在故障诊断中的应用　目前 ,将

分形理论应用于故障诊断主要有 2个途径:一是

提取磨屑的分形特征 ,根据磨屑的分形维数 ,间接

获得机器的磨损率 ,为机器在线故障诊断 、预测磨

损状态提供依据;二是测量机器运行的特征信号 ,

从中提取信号的分形特征(分维数),基于分维数

分析机器的故障状态 。分形几何在机械故障诊断

的以下几个方面值得探讨:(1)机械运行状态的

异常判别;(2)机械故障的分类与诊断;(3)反映
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机械运行状态的特征参数个数的选取
[ 5]
。

2.1.4　其它方面　分形在复杂产品的分形设计 、

有限元网格划分的递推模型 、制造决策映射建模

等方面也有应用 。

2.2　在物理学中的应用

物理系统本质上是非线性的 ,但当今的牛顿

力学和量子力学对于非线性问题还是无能为力。

分形学的问世给物理学的研究注入了新的活力 ,

因而分形在物理学中得到了广泛的应用 ,其中比

较成功的应用包括以下方面。

在分形凝聚
[ 6]
方面 ,人们提出的具有多重分

形的受限扩散凝聚(DLA)模型和动力学集团凝

聚(KCA)模型 ,如悬浮于气体中的固体颗粒或液

体颗粒的凝聚 、电解液中金属的电沉积 、准晶体的

生成 、流体在多孔介质中的渗流等 。在固体物理

方面 ,用于准晶态的扩散等 。用于薄膜的研究 ,如

在气相物理沉淀 、非晶态薄膜的晶化 、溶液膜中的

晶体生长 、液体界面上的电解沉淀 、气态电解质膜

中的电击穿等过程中都可出现分形图样 ,分形理

论已用于纳米半导体薄膜 、超导薄膜 、各种薄膜生

长和超薄金属膜(只有一个或几个原子层的薄

膜)生长的研究之中。用于湍流的研究
[ 7]
,分子

光谱(分子线谱和分子能量状态具有分形结构),

电磁散射(由于粗糙分形表面引起的),材料断裂

表面和边界 、以及碎块的大小和频度具有分形规

律 ,材料力学行为和材料弹塑性断裂研究。在粒

子物理中的应用 ,高能粒子碰撞中的阵发现象具

有分形结构 ,分形理论用于解释碰撞的机制 ,为粒

子物理打开一个新的领域 。

在流体粘性指进现象中的应用 ,粘性指进是

指两种具有不同粘性的流体相遇时 ,在其界面形

成的具有分形结构的奇特形状 ,该形状与受限扩

散凝聚(DLA)模型相似 。在放电式样研究中的

应用 、相变分析。超微粒及其聚集体 ,及其在粒

径 、熔化 、磁性 、电导及生长过程中均具有分形特

征 。在非线性光学中 ,如在激光非线性薛定谔方

程 、相干态 、波色及光场理论 、可积系统理论 、不可

积哈密顿系统中的随机层 、随机海和随机网等领

域取得了很多成果。

另外 ,有人对超导现象研究后发现 ,材料微观

结构的分形维数与其超导电性密切相关。分形学

也用于布朗运动分析 、非晶态半导体的研究 、引力

波的研究 、电子在固体中的散射 、多孔介质中的声

传播 、激光全息防伪等领域 。

以上方面是分形在物理学有关领域的应用概

况 。分形在物理学中的应用包括理论研究和实际

应用两方面 。目前 ,理论研究已逐渐成熟起来 ,人

们更加注重把理论研究成果用于各门工程技术

中 。例如电磁散射应用于远航通讯 、雷达回波中。

分形在超导体研究 、各种薄膜研究 、包括纳米材料

在内的新材料研制等方面将会发挥更大的作用 。

2.3　在化学中的应用

在多相催化体系中的应用 ,催化剂颗粒是一

个分形体 ,不仅疏松的衬底和分布在其上作为催

化物质的颗粒表面可以用分维表征 ,而且起主要

催化作用的颗粒的亚微观结构也具有分形特征。

反应前后 ,催化物质几何构形的改变 ,可以通过测

定分维来研究。催化剂表面的分维与它的催化特

性有密切的联系 ,研究表明 ,在分形介质中进行分

散和反应都与表面分维数有关 。这说明 ,分维 D

值反映了催化剂的选择性 、活性及活性位置在催

化表面上的分布等信息。此外 ,分形理论还在生

物催化方面有应用
[ 8]
。

在宏观化学动力学
[ 9]
方面 ,远离平衡态的化

学过程往往产生具有分数维的表面结构 ,其中研

究得比较详尽的就是扩散控制沉积模型 (简称

DLA模型),提出了一些相应的简化模型 ,用来模

拟传热 ,传质以及界面生长等过程。李后强
[ 10]
等

提出了 “酶分形动力学 ”概念 ,并建立了相应的理

论体系 。

在颜料表面改性方面的应用 ,颜料粒子的表

面形貌是一个影响颜料性能的很重要的因素 ,研

究结果表明 ,表面分形维数 、粒子表面形貌与颜料

某些性能之间确实存在很好的对应关系 ,从而使

得颜料粒子表面形貌得以量化表征 ,并使颜料粒

子表面分形维数与颜料的某些性能相关联成为可

能 。

目前 ,分数维方法在化学中各个领域的应用

也正在开展之中。例如:沉积物的形成 、表面吸

附 、高分子溶液 、晶体结构以及高分子凝胶等方

面 ,也有少数学者开始研究小分子运动以及大分

子构象等问题。此外 ,薄膜分形 、断裂表面分形以

及超微粒聚集体分形等领域的研究已日趋活跃 ,

在准晶和非晶态固体的描述 、气固反应模型等也

有应用 。

2.4　在生物医药中的应用

2.4.1　药学　分形学在药学领域的应用以药剂

学最吸引人 。在药物剂型设计 、剂型定性 、生产中
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的单元操作和药物释放性能等方面均有成功应

用 。如用分形维数表征粉粒状药物 、多孔固体制

剂 、混悬剂和乳剂 、气溶胶 、微乳剂等结果 ,可更好

地研究药剂表面结构与药物性能的关系。在生物

药剂学和药物动力学也有许多潜在用途 ,如用分

形表示药物溶出动力学曲线 、分形反应维数在药

物膜通透速率中的应用 、吸附剂表面吸附程度以

及血药水平和尿排泄曲线等
[ 11]
。

2.4.2　医学　生理学方面 ,各种组织和器官在微

观结构上是分形的 ,同样组织中发生的功能性事

件也具有非线性动力学特征 ,即是混沌的。混沌

是一种有限制的随机 ,与分形几何学相关。分形

和非线性动力学的概念提供了一种描述由于疾病

或药物毒性导致的功能失调以及药理学中常遇到

的许多现象的灵敏方法。如药物 -受体相互作

用 、细胞膜表面的分形维数及离子通道动力学模

型 、跨膜转运 、神经系统和功能 、生物反应器
[ 12]
。

2.4.3　食品科学与工程　分形在食用和药用植

物的选用 、凝聚 、结晶及过滤等单元操作 、农产品

分级 、食品或农业物料特性等相关领域的应

用
[ 13]
。

2.4.4　植物学　植物中树 、枝 、叶 、茎 、花 、草 、蕨 、

花椰菜等是自然界中最先被认知具有分形维数的

物体。此外 ,在农林业中 ,如生态学 、林火初期蔓

延 、树木动态过程分析 、木材科学及工艺 、冠层结

构特征描述 、林业遥感图像中的文理分析 、植物形

态模拟 、树木特征数据库的建立等相关研究
[ 14]
。

2.5　在材料科学中的应用

分形可以用于材料制备和材料断裂行为等研

究
[ 15, 16]

。用于材料磨损表面 、材料断裂表面 、材

料烧结与氧化过程 、薄膜材料等方面的分析研究。

分形学用于描述断口的特征 ,研究表明断口的分

形维数是与宏观力学的某些参量密切相关 ,材料

微观结构的分形维数与其超导电性密切相关。可

以用分形维数的大小来区分材料的加热程度 ,晶

体和非晶体的表面都可以用分形表面来描述。

2.6　在水文 、地理学中的应用

分形理论已广泛用于解释和分析复杂的天

文 、水文 、地质 、地理等领域 。

在气象学领域
[ 17]
,分形用于研究云系的形

状 、气象卫星云图的特征和数据压缩 ,降水的模式

和强度 ,降水量在土壤中的渗透模式等。

在水文领域
[ 18]
,用于研究河流形态 、洪涝干

旱序列 、水文过程线(如水位 、流量 、含沙量等)等

的形状特征 。

在地貌学领域
[ 19, 20]

,运用分形理论研究地表

面的起伏 ,例如山川 、地形 、地貌的形态 ,以及它们

产生 、发展 、分布的规律等 ,已经形成了分形地貌

学(fractalgeomorphology)这一地貌学新的分支 ,

它不仅以分形理论为基础对地表面(特别是山地

表面)的形态进行了描述 ,进而以分维为中介参

数建立山地起伏等地貌现象与其内部机制之间的

联系。除此之外 ,分形地貌学还大量探讨了山系 、

断层系的空间展布以及喀斯特洼地 、滑坡的稳定

性 、地表水系 、地下渗流 、海岸线 、湖泊 、湖岸线等

的分形性质 。同时 ,运用分形布朗运动随机分形

生成逼真景物的方法 ,可以逼真地模拟各种各样

的自然景观 ,如山地起伏 、山脉的形状以及海岸

线 、湖岸线 、河流等自然界现象 。

在人文地理学领域
[ 21]
,分形理论可以用于研

究类似于海岸线的城市边界线 、城市等级体系 、城

市规模分布 、城市引力模型以及区域差异等的分

形特征;另外 ,城市道路网的分布和交通控制 、城

市商业网点的布局 、城市人口的分布以及城镇土

地利用类型的空间展布等 ,也都表明具有分形性

质 。此外 ,分形理论还在沙漠定量化研究 、长江水

系沉积物重金属含量空间分布特征 、旅游景观的

设计布局以及与矿床分布 、油田井位的位置和储

量的确定等方面也做出了实际性的探索和应用 。

此外 ,在灾害学领域 ,滑坡 、泥石流等山地灾

害的发生 、旱涝灾害的发生 、地震的发生时间和强

度 、灾害性海潮的发生 、历代灾害造成的伤亡人

数 、受灾地区的分布及面积大小 、灾害造成的经济

损失等都被揭示出是具有分形性质的。

2.7　在经济管理学中的应用

分形学在经济和管理学领域的应用 ,已经形

成了分支学科—非线性经济学 。

在股票 、证券市场的应用
[ 22, 23]

,如用于分形

市场假设 、股票证券价格和收益的波动规律 、证券

市场交易数据的变化趋势等分析。

在管理科学
[ 24]
中有许多应用 ,如在企业管理

学 、城市管理学 、分形管理学等方面。此外 ,在经

济弹性 、国民收入 、资本和财产的分布 、经济刺痛

变化趋势预测 、经济混沌及经济奇异吸引子的分

维测度 、经济时序动力系统 、人口学等方面也有应

用 。

2.8　在计算机图形学中的应用

分形在计算机图形学中的应用广泛。如迭代
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函数系统产生无穷多的分形图可以用于图案设

计
[ 25]
、创意制作 、计算机动画 、实物模拟仿真 、装

饰工程
[ 26]
等具有广泛的应用价值 ,分形用于压缩

图像信息时图像信息的提取和识别
[ 27]
、纹理图像

分割 ,分形图像编码
[ 28]
等方面 ,都取得了很好的

效果。

3　分形理论的发展前景

分形学自 70年代初创立以来 ,国内外发展

很快 ,从自然科学到社会科学都有了广泛的应用

和研究 ,并且取得了一定的效果 ,对许多难题做出

独特的解释 ,给出了解决难题的途径 ,所以 ,分形

学的发展前景是非常光明的。

随着分形理论在各个领域应用不断的发展 ,

分形理论本身的数学基础也面临着不断发展的问

题 ,只有将分形理论和其应用相结合 ,同步发展 ,

才能使之逐渐形成一门系统理论。
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