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摘要：本文依照双向进化结构拓扑优化方法（ＢＥＳＯ）的基本思路，采用一种双区域技术，设计了一种双向进化拓

扑优化方法，将设计区域划分为两个区域：用于显示结构拓扑构型的前台区域以及用于搜索单元可能生长方向

的后台区域。根据结构有限元计算确定单元所在区域，并根据不同的区域，增加或删除结构单元，从而获得最优

的拓扑构型。文章最后通过数值算例验证了该方法的可行性。
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Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｔｏｐｏｌｏｇｙ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ　ｓｔｒｅｓｓ；ｂｉ－ｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌ　ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ

　　结构优化对于实际工程具有重要意义，如何能在满足性能要求的前提下设计出尽可能合理、先进和经
济的结构已经成为机械、船舶海洋、航空航天等工程领域的重要研究课题。传统的靠设计人员的经验和模
型试验的结果来调整结构设计参数的方法已经不能满足实际工程的需要，必须采用优化的方法来对结构
的尺寸、拓扑进行优化。

对结构进行拓扑优化的难度要大于尺寸优化［１］。目前广泛采用的对结构进行拓扑优化的方法是基结
构方法［２］，该方法从基结构中删除不重要的单元，筛选出一个合适的拓扑构型。Ｂｅｎｄｓｅ［３］以结构的最小
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应变能为目标函数，使用灵敏度分析，推导出了单元权重的迭代关系，求解了大量的拓扑优化问题。在实
际应用中，结构中最受关注的性能指标之一是结构的最大Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力，由于Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力是非线性
的，用解析方法求解该类拓扑优化问题是比较困难的。１９９２年，Ｓｔｅｖｅｎ和Ｘｉｅ［４，５］，针对Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力约
束问题，提出了基于启发式准则的渐进结构拓扑优化方法（ＥＳＯ）。该方法在每次迭代中直接将不重要的
单元删除，从而获得结构的最优拓扑构型，因此又名为“Ｈａｒｄ　Ｋｉｌｌ”方法。尽管没有严格的数学证明，该方
法得到了广泛的应用。Ｘｉｅ等［６］求解了在动力学约束问题，Ｃｈｕ等［７］求解了位移约束问题。Ｔａｎｓｋａｎｅｎ从
理论的角度对ＥＳＯ进行了论证［８］。在工程应用上，为了使拓扑结构拥有光滑的边缘，产生了Ｆｉｘｅｄ－Ｇｒｉｄ
ＥＳＯ（ＦＧ－ＥＳＯ）［９］，ＥＳＯ　ｗｉｔｈ　Ｂｏｕｎｄａｒｙ　Ｅｌｅｍｅｎｔ　Ｍｅｔｈｏｄ［１０］，Ｉｓｏｌｉｎｅｓ　Ｔｏｐｏｌｏｇｙ　Ｄｅｓｉｇｎ（ＩＴＤ）［１１］等方法。

ＥＳＯ是基于基结构的，一般而言，预定义的基结构需要包含结构的各种可能拓扑构型，单元数量较
多，导致计算量增加，并且存在误删除单元恢复困难的问题。Ｑｕｅｒｉｎ［１２］提出了一种双向进化结构拓扑优
化方法（ＢＥＳＯ），从简单设计区域开始，在迭代过程中有效地删除或者添加单元，实现结构的自生长。

Ｈｕａｎｇ和Ｘｉｅ［１３］使用ＢＥＳＯ求解了周期结构的拓扑优化问题。Ｙｏｕｎｇ［１４］将ＢＥＳＯ应用于多工况的情况，并
求解了二维和三维的问题。

目前关于双向进化的研究较少。本文采用一种双区域技术，设计了一种类似ＢＥＳＯ的双向拓扑优化
方法。推导了平面应力假设下，结构在Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力约束下拓扑优化问题的目标函数，介绍了优化的准
则及基于该准则的单元增与减的操作。文章最后通过数值算例验证了该方法的可行性。

１　优化方法

１．１　目标函数

本文按照以下定义确定基于Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力（以下均简称为应力）的目标函数。假设有两个不同的拓
扑构型Ａ与Ｂ，拓扑构型Ａ中，最大应力为σＡ，结构重量为ｍＡ０。在拓扑构型Ｂ中，最大应力为σＢ，结构
重量是 ｍＢ０。为了比较这两个拓扑构型的优劣，引入参考应力珓σ以及放大系数ＹＡ 和ＹＢ，则有

ＹＡ＝
σＡ
珓σ
，　ＹＢ＝

σＢ
珓σ

（１）

在平面应力假设下，通过分别改变拓扑结构Ａ与Ｂ的初始厚度ｔＡ０和ｔＢ０，可以使这两个结构的最大
应力相等

ｔＡ＝ＹＡｔＡ０，　ｔＢ＝ＹＢｔＢ０ （２）

其中ｔＡ 和ｔＢ 分别是结构Ａ 与Ｂ 的计算厚度，这两厚度的取值使拓扑结构Ａ 与Ｂ 的最大应力相等。因
此，这两个结构的计算质量 ｍＡ 和ｍＢ 可通过下式求出

ｍＡ＝ＹＡｍＡ０，　ｍＢ＝ＹＢｍＢ０ （３）

比较式（１）与式（３），可得

ｍＡ＝
σＡｍＡ０

珓σ
，　ｍＢ＝

σＢｍＢ０

珓σ
（４）

在考虑结构应力的拓扑优化问题中，当结构的最大应力相等时，重量轻的结构具有更优的拓扑构型，

因此拓扑结构Ａ与Ｂ的优劣比较转化为计算
σｍａｘｍ
珓σ

。本文中优化的目标函数定义为

ｆ＝
σｍａｘｍ
珓σ

（５）

其中σｍａｘ是结构的最大应力，ｍ 是结构重量，珓σ是上文所说的参考应力。
从目标函数的定义上可以看出，本文所求的机构拓扑构型应同时具有较低的最大应力以及较轻的结
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构重量。对拓扑优化而言，主要依靠删除单元来减少结构的重量 ｍ，然而当结构的单元减少后，往往导致
最大应力σｍａｘ的增加。在结构中，每个单元对结构性能的贡献并不相同，这就需要优化算法对结构中所有
的单元进行选择，删除对结构力学性能影响小的单元，保留或增加对力学性能影响大的单元。在应力约束
问题中，考虑的主要问题是传力路径，即结构将外载传到支座的传递路线。对于在传力路径上的单元应该
保留，而离传力路径较远的单元可以考虑删除。对于以生长为主的优化算法，还应该考虑如何添加单元来
获得最佳的传力路径，即在哪些地方添加单元可以改变已有的传力路径，使传力路径更合理。在对结构进
行有限元分析后，本文认为，应力较大的单元为传力路径上的关键单元，应该予以保留，而应力较小的单元
为次要单元，可以删除。同时，在应力过大的单元周围产生新的单元，以试图获得更佳的传力路径。如果
新增加的单元可以使结构性能更优，则传力路径会偏移到新增单元上来。于是，传力路径逐渐改变，从而
获得结构的最优拓扑构型。

１．２　优化变量及迭代

本文中各单元在结构中的权重即为优化变量，记为列向量ｘ，ｘｉ∈（αｌｏｗ，αｈｉｈｇ］，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｎ 是结

构的总单元数，αｌｏｗ与αｈｉｇｈ是给定的实数。再定义αｍｉｄ（αｌｏｗ＜αｍｉｄ＜αｈｉｇｈ）作为本文所介绍的双区域的划
分标准值。若ｘｉ∈（αｍｉｄ，αｈｉｇｈ］，将单元ｉ设为前台区域单元，用于确定结构的设计拓扑构型，若ｘｉ∈
（αｌｏｗ，αｍｉｄ］，则设为后台区域单元，用于搜索单元可能的生长区域。结构中这两区域的构成见图１。

图１　双区域结构

Ｆｉｇ．１　Ａ　ｂｉ－ｒｅｇｉｏｎ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

为建立优化变量与结构性能的联系，参照ＳＩＭＰ理论［１５－１６］，令

Ｅｉ＝ｘβｉＥｉ０，　ｉ＝１～ｎ （６）

ρｉ＝ｘｉρｉ０，　ｉ＝１～ｎ （７）

其中Ｅｉ 是单元ｉ的计算刚度，Ｅｉ０是单元ｉ的初始刚度，β是单元的权重影响系数，ρｉ 是单元ｉ的计算密
度，ρｉ０是单元ｉ的初始密度。因而，ｘ的取值情况决定结构中刚度的分布情况，式（６）和（７）将连续结构拓
扑优化问题转化为材料分布的问题。

本文中αｌｏｗ、αｍｉｄ与αｈｉｇｈ分别取为０．００１、０．５和１．５。αｈｉｇｈ＞１．０表明单元为超极限状态，该状态是增
加的单元的重要标准，下文会详细介绍。β取为１．０。从式（６）中可以看出，如果β取值过高，对于后台区
域单元ｘｉ∈（αｌｏｗ，αｍｉｄ］而言，刚度Ｅ将很小，这会严重地减小后台区域单元对结构生长方向的搜索能力。

根据式（５），获得本文问题的拓扑优化数学表达

ｍｉｎ
ｍａｘ（σ）
珓σ
ρＴＶ

ｓ．ｔ．ＫＵ＝Ｆ
ｍａｘ（σ）
珓σ

＜珚Ｙ

（８）

其中ρ和Ｖ 分别是单元的密度与体积列向量，Ｋ 是结构的刚度阵，Ｕ、σ和Ｆ 分别是节点位移列向量、单
元的平均应力列向量和外载列向量，珓σ是参考应力，珚Ｙ 是允许的最大放大系数。
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从式（８）中可以看出，等式约束ＫＵ＝Ｆ 是平衡方程，而
ｍａｘ（σ）
珓σ

＜珚Ｙ 是目标函数式（５）成立的假设条

件，即结构的厚度不能太大，否则不满足平面应力假设。因为Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力约束是非线性的，根据式（９）
推导出数学迭代关系ｘｋ＋１＝Ｔ（ｘｋ）是比较困难的。在本文中，结构是逐渐生长的，这意味着在计算初期

结构往往是不满足约束条件ｍａｘ
（σ）
珓σ

＜珚Ｙ 的，更增加了推导数学迭代关系式的难度。因此，本文采用了准

则优化的办法，定义两个应力阀值σｄｅｓ和σｓｕｐ，如果单元ｉ的应力σｉ 大于σｓｕｐ，则增加ｘｉ 的值，否则若σｉ
＜σｄｅｓ，减小ｘｉ 的值。该方法的流程如下。

求出结构所有单元的平均应力σａｖｇ以及最大应力σｍａｘ，依据下式计算ｘｋ＋１

σｓｕｐ＝σｍａｘ（１－γｓｕｐλｋ） （９）

σｄｅｓ＝σａｖｇγｄｅｓ （１０）

ｘｋ＋１＝

σｉ
σｓｕｐ
ｘｋ， σｉ＞σｓｕｐ

σｉ
σｄｅｓ
ｘｋ， σｉ＜σｄｅｓ

ｘｋ， σｄｅｓ≤σｉ≤σｓｕ

烅

烄

烆 ｐ

（１１）

其中λｋ∈［０，１］与γｓｕｐ∈（０，１）是增强系数。本文中γｓｕｐ取恒定值０．８。λｋ 随计算迭代次数增加而逐渐减
小，其初始值为１．０。γｄｅｓ∈（０，１）是削弱系数，本文中取恒定值０．３。在一次迭代过程中，如果单元ｉ的权
重系数ｘｉ 从ｘｉ≤αｍｉｄ增加到了ｘｉ＞αｍｉｄ，则将该单元设定为前台区域单元，而如果ｘｉ 从ｘｉ＞αｍｉｄ减小到
了αｌｏｗ＜ｘｉ≤αｍｉｄ，则将该单元从前台区域去除，设定为后台区域单元。如果ｘｉ＞１，说明该单元处于超极
限状态（弹性模量及密度大于实际材料的数值），则采用单元生长技术（图２），在单元ｉ的周围产生若干权
重系数为ｘ＝αｍｉｄ的后台区域单元（图２ａ），同时将单元ｉ的权重系数设定为１．０。若ｘｉ＝αｈｉｇｈ，将增加更
多的单元（图２ｂ）。如果ｘｉ≤αｌｏｗ，则采用单元删除技术，将单元从结构中去除，并在有限元计算前对所有
单元节点进行重新编号。

图２　单元生长技术

Ｆｉｇ．２　Ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ　ｏｆ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｄｄｉｔｉｏｎ

于是，本文设计的拓扑优化过程可以简单表述为：将一些单元从后台区域单元转换为前台区域单元，
将一些前台区域单元转化为后台区域单元，采用单元生长技术产生一部分新的后台区域单元，采用单元删
除技术删除一部分后台区域单元。这样结构通过不断地转化单元、增加单元、删除单元，逐渐进化得到优
化的拓扑构型。

１．３　终止条件

本文将结构单元划分为前台与后台两个区域，认为前台区域决定了结构的拓扑，而后台区域仅用于搜
索可能生长方向。由于β不能太大，后台区域单元对结构性能是有影响的。因此，本文从保守的角度，将
优化过程分为两个阶段。第一个阶段为形成拓扑构型阶段，随着后台区域单元的不断产生，结构的前台区
域单元逐步向优化的方向进化，从而让前台区域单元形成最优的拓扑构型。该阶段的收敛标准为，在几个
迭代周期内，结构中增加的单元数始终等于删除的单元数。第二个阶段为拓扑结构的验证阶段，通过大幅
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删除后台区域单元，减小后台区域单元对结构的影响，以验证前台区域即为最优拓扑。该阶段的控制参数
是λｋ，令λｋ 大幅下降，可以极大地限制单元增加，从而破坏第一阶段收敛时的平衡状态，使删除单元起主
要作用。该阶段的收敛标准是，后台区域单元数量小于一个给定的数。第二阶段结束后，即认为拓扑优化
已经结束。

需要注意的是，像很多启发式拓扑优化方法一样，本文方法并没有严格的理论证明。

１．４　若干问题的讨论

连续体拓扑优化遇到的一个重要问题是棋盘效应［１７］。袁振、吴长春等［１８］采用非协调单元进行了结构
拓扑优化设计，并与采用协调等参单元的结构拓扑设计进行对比，验证了采用非协调单元时得到更高精度
的拓扑优化结果，有效克服拓扑优化计算中出现的棋盘格式现象。Ｂｅｎｄｓｅ等［３］采用一种区域均匀的策
略，使相邻单元间的权重得到一定程度的平均，从而避免棋盘效应的出现。本文方法中，由于计算的应力
为单元的平均Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力，单元的应力值取为单元４个节点Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力的平均值，这相当于对单
元进行了应力平均处理，因此不存在棋盘效应的问题。

在基结构的方法中，一般不需要对单元进行真正的删除操作，而是让结构的权重取一个很小的正数，
从而降低这些单元对结构性能的影响，为方便描述，令其为方法Ⅰ。在本文中，结构会增加、删除单元，因
而在有限元分析时将对所有单元和节点进行整理和重新编号，令其为方法Ⅱ。从算法复杂度的层面上讨
论，令结构的节点数为ｎｓ，基结构的节点数为ｎｇ。方法Ⅰ中，已“删除”单元仍然参与结构有限元分析，因
而整体刚度阵为（２　ｎｇ）×（２　ｎｇ）方阵，静力学结构分析的算法复杂度至少是Ｏ（ｎｇ２）（即该计算量与ｎｇ是
二次方关系）；方法Ⅱ中，整体刚度阵为（２　ｎｓ）×（２　ｎｓ）方阵，相应的复杂度是Ｏ（ｎｓ２），但该方法需要对结
构的所有单元进行遍历，重新建立“单元－节点”关系，这样将额外增加Ｏ（ｎ）的计算量（即该计算量与结
构单元总数ｎ是线性关系），于是方法Ⅱ的算法复杂度是Ｏ（ｎｓ２）＋Ｏ（ｎ）。以生长为主要进化方向的拓
扑结构的ｎｓ相对较小，Ｏ（ｎｓ２）远小于Ｏ（ｎｇ２），一般而言可以使Ｏ（ｎｓ２）＋Ｏ（ｎ）仍然小于Ｏ（ｎｇ２）。因
此方法Ⅱ可以使计算效率得到相当大的提升，拓扑结构越简洁，计算速度越快。

１．５　优化流程图

本文所给优化方法的计算迭代流程图如图３所示。

２　算例

２．１　算例１

算例１是经典的拓扑优化算例（图４），结构左右两侧为固定约束，中间受向下的集中力作用。结构的
基本参数见表１，优化过程以及结果如图４。从图４中的计算过程可以看出，在计算初期几次迭代中，结构
是不满足约束条件的，结构的重量 ｍ 很小，而最大应力σｍａｘ很大，与参考应力珓σ相比较，放大系数Ｙ 很
大。因此，结构进化以增加单元为主，导致结构重量 ｍ 迅速上升，而最大应力σｍａｘ急剧下降。一开始，结
构拓扑构型极不合理，Δｍ（ｍ 的变化量）比Δσｍａｘ（σｍａｘ的变化量）更为显著，目标函数值上升。之后，结构
拓扑缓慢成型，Δσｍａｘ起主要作用，因而目标函数值逐渐下降。在第６次迭代时，结构中增加的单元不能显
著降低结构的最大应力，结构的拓扑构型已经大致形成，Δｍ 重新占据主导作用，使目标函数重新上升。
在第１０到第１５次迭代，ｍ 变化非常缓慢，表明结构中删除单元与增加单元的数量基本持平，此时结构的
拓扑已经形成。之后λｋ 缓慢减小，使结构缓慢地删除单元。在迭代数３０时，结构中增加的单元数与删
除的单元数已经完全一致，计算的第一阶段已经完成，进入第二阶段。在迭代数４０时，大部分的后台区域
单元均已删除（剩余的后台区域单元数小于５），拓扑优化计算结束。

值得说明的是，通过观察迭代计算时前台区域的拓扑构型，在第１５次迭代时，前台区域的拓扑构型已
经与最终计算结果非常接近。其后的计算中几乎没有前台区域单元与后台区域单元的相互转换，结构拓
扑构型几乎没有影响，这说明本文的双区域技术是有效的。

３２第１期　　　　　　　　　　　　　　何林伟，等：Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力约束的连续结构的一种双向拓扑优化方法



图３　优化方法迭代流程图

Ｆｉｇ．３　Ｆｌｏｗ　ｃｈａｒｔ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ

表１　结构优化参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｓｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

长度

（ｍ）
约束

弹性模量

（Ｐａ）

密度

（ｋｇ／ｍ３）

厚度

（ｍ）
泊松比 最大放大系数

参考应力

（Ｐａ）

载荷

（Ｎ）

４０ 固定铰 ２．１×１０１１　 ７８００　 ０．１　 ０．３　 １．５　 ３×１０８　 ４．４５×１０５

２．２　算例２
算例２也是一个经典的拓扑优化例子（图５），结构左侧固定，右侧受向下集中力的作用。结构的参数

见表２，优化过程及结果见图５。

表２　结构优化参数

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｓｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ

长度

（ｍ）
约束

弹性模量

（Ｐａ）

密度

（ｋｇ／ｍ３）

厚度

（ｍ）
泊松比 最大放大系数

参考应力

（Ｐａ）

载荷

（Ｎ）

４０ 左侧固定 ２．１×１０１１　 ７８００　 ０．１　 ０．３　 １．５　 ３×１０８　 ４．４５×１０５

　　图６是迭代数８到１０时结构的拓扑构型结果，可见，结构内部逐步生长出一个斜支撑。由于该斜支
撑的出现，结构的最大应力显著减小，目标函数值也同时减小。在第１４次迭代时，该斜支撑已经完全成
型。然而，该斜支撑产生的过程中同时产生了大量的后台区域单元，结构重量增加，目标函数值出现了回
升。这一现象说明，该斜支撑可以有效地提升结构的性能，因此，在其逐渐形成时，Δσｍａｘ起主导作用。但
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图４　算例１拓扑优化过程及结果

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ　ａｎｄ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｍｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｅｘａｍｐｌｅ　１

在其完全形成后，即使新增加单元，也无法显著提升结构的承载力，因而Δｍ 起主导作用，此时的拓扑构
型与Ｂｅｎｄｓｅ［３］中的结果非常相似。此后，结构的生长并没有停止，随着结构外部拓扑构型逐渐变化，该
斜支撑的作用越来越小，因而被逐渐削弱，最终在第４６次迭代时，该斜支撑被完全删除，得到的拓扑构型
与Ｑｕｅｒｉｎ［１２］中的结果非常相似。删除该支撑引起了最大位移曲线的一个明显的波动（见图５，最大位移曲
线），但目标函数曲线、最大Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ曲线等未受到明显的影响。由于该斜支撑的产生与删除，结构中增
加单元的数量与删除单元的数量出现了一系列波动，拓扑优化计算直到第６０次迭代时结束，此时结构中
增加与删除的单元数均接近于零，且后台区域单元数小于５。

３　结论

本文对Ｖｏｎ　Ｍｉｓｅｓ应力约束下连续结构拓扑优化的问题进行了探讨，采用一种双区域的技术，设计了
一种双向拓扑优化方法。通过将后台区域单元转化为前台区域单元，前台区域单元转化为后台区域单元，
同时增加、删除后台区域单元，使结构不断生长进化，得到优化的拓扑构型。从本文对两个经典算例的计
算上看，该方法是有效可行的。
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图５　算例２拓扑优化过程及结果

Ｆｉｇ．５　Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ　ａｎｄ　ｒｅｓｕｌｆｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｅｘａｍｐｌｅ　２

图６　算例２中斜支撑的生长

Ｆｉｇ．６　Ａ　ｇｒｏｗｉｎｇ　ｔｉｌｔｅｄ　ｂｒａｃｅ　ｏｆ　ｅｘａｍｐｌｅ　２
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