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Hysteretic Linear Reservoir
k1=20; k2=0.05; beta_max=alpha_max=2
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Hysteretic Linear Reservoir
k1=0.5; k2=20; beta_max=alpha_max=1.53

 

*���+,(��C������
��
�
����
�
����	
������������������	�����������
�����
��
����

0 10 20 30 40 50

t

−0.5

0

0.5

1

1.5

2
y(t)
x(t)
ds/dt

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
t

0

0.5

1

1.5

2
y(t)
x(t)

*���+,/���
���		������	
�

��
������
����
�	���
��������%���������

( )ds t
dt ������
������
�����������	
�

��
������������������������

�����
����
�	�����������������
������
��C����8�
������	��������
����
���>�;�:%����>�(;���������	�>����	�>� �:6�



��
������
������
���
�����
�����

���

������	���
��������	
�	 ��
	 ���������	 ���	 �����	 ����������	 ��
	 �����
������������	����	����	���������	
���	
�
	���
���
���	���������
�������	�� 	!����	"�#�

��������	
��	$����������	#��	%�&��������	'�	��
	%�����(���	)��
�**+�	'�,,��������	 �-.������	 ���	 ����������	 ���	 �	 &�����&��
�/�0����	 1�2	�
���
�� ������
�������	 ����3��	#&�
�0�&	 $�����
)/,��
�	"4���56����

7�����	 %��	 ���+�	���
�������� ���� �	������� ��� �
�����

��
���������	8
 ��
	8
����

7�����	%�	��
	#�����	#��	��99�	)�	���	�������	�,	�����������	1�2
�����������
�����
����������	
��	�� 	
������
������	%�	7�����
:8
�;�	���&� ����	)/,��
�	"4�	��6<9�


�3=������	 $��=��	 ���&���
�>�����	 ?�	 ��
	@.����	 '��	 �**<�
!	����	��
��	���"�

����#�������	$�%������&��������#�	����
"	'��(	���������	�� 	!����	"�#�

'�������	
��	�**A�	����)����	�����������*�	
����+�
�����
��
�
#����	
�����)����	��
��	
�&	�������	"���������	7�������	7����
1�����
�

'�����	��	��
	)B4����	$��	�**<�	%�
�������
�
���
�����������
���
���������(	#�#�	�����0�	$.C��������	D�����	E��	���������
��

8 ����	��3#��	�99+�	8/����0�����	������&�	��	0�������0�	��	��(
 ��(���
(��,������	����	11�	+�<6�A*�

?�����'��	 �**<�	 ����	0����.��	 �����������	 ����2FF�.&��
�.&&���F
������
0���F��������F��
��5���0

?�����	'��	�**A�	����
	
�������
���#����	
���������������)����
���
���
�������	
�&	�������	"���������	7������	7����	7����	1�����


?�����	'�	��
	)B4����	$��	�**A�	#	 ����� 	�,	����������	 ��	 ����
�����&��	-������(� ��(������		8="*A�#�*5<�A�	��	+�A6+�*�

?�����	'�	��
	%�����(���	)��	�**+�	)�	���	�����������	�,	��	)'8
���������	���	
���������	�,	�	$�����&�	�������������	.(�#���(�!���(
���(�	���	A<6++�

?�����	'��	
&��0����	���	)B4����	$�	��
	$����������	#��	�**+�
#����&�����	�,	���	$�����&�	0�
��	��	�����0����.��	�����������
1�2	�
���
��������
�������	����3<�		#&�
�0�&	$�����	)/,��
�	"4�
�9�65AA�

?���������	 ���	 ���9�	#���
������ ��� ���
����	>������#����	 $�����
7�0C��
���
#�	"�#�

�������	>�3���	��<*�	��.
���	��	���	�����&��	����������	�,	�����	��
E��	����������	�,,�&�	��	&��������	�����������	��
	���	0�
��	�,
0����.��	
�����C.����	����&����
	����� ����	.(����(��
�(�	������56
����

�������0��	%��	%��������	$��	%����	$�	��
	$��������	���	�**��	����
>����	����������	���
�&����	0�
��	C���
	��	������	��
	���0����&
�&������	1�2	��'������
	����
�	��
��$�"	
�����	���	���������
��	���������
���&���������	=�������&��	
��������	�����			#0���
=�������	"���	��<6�A��

������
�	?��	�**+�	'����	�,	
����0���&��	"77�	1�����
�	$�������
&�00.��&�����(

4��������B�����	
�	 ��
	 $����������	#��	 ��9��	 ���
���� +�
�
���
������(	 ����������������	�� 	!����	 :���������
	 ,��0	 ���
%.�����	C�	
����	���(�G
��;�

4��H&��	 $��	 �����	���
�������� !��'�/�
�� 	��� %�����	
���� ��
���������
��*�	
�����	=����������	E�����

4��H&��	$�	��
	���������	���	�����	������	���.�����	��	�-.������	�,
���&������0��������&���	 ���	�	��0�����.���
����
���	���������&
�������������	�� �	1�2	0	��	
�����������	���	�������)�����	��
��������������������
�	��
��:$�����	���5;�	��������
�(�����(�
����	�<56�AA�	4�. ��	#&�
�	$.C���	'��
��&���

4��H&��	$��3)B4����	��	��
	$����������	#��	�**A�	$����
�&	���.�����
��	�	����	0�
��	 ���	���������&	��
�������		-������(� ��(������
����	��	*�95��	8="	���	=������	#���0C��	��&��	?���&��


�������(�	 1��	 �����	�	
���	
�
	�� ������� ��� ���
�������
����������������	�� 	!����	"�#�


�������(�	1��	�**<�	
����0���&��	0�
���	�,	����������	��
	�����
�����&�������	 &����3�	 1���+�	
23�	 8��������	#0����
�0�	E��
���������
��


.���0�	!��	 ��5A��	#	 &��&���.��	0�
��	 �,	 �����������	"	
��
 �����(� ��(�	���	+�A6+�*�


.���0�	!��	 ��9A�	#	0�
�,��
	 
����
����
�0���	 ������	 �,
�����������	������
���	����	�9<6����


.���0�	!�	��
	'�����	=��	��5+�	'����
���	
�0���	0�
��	�,
&��������	�����������	"	
��� �����(� ����	���	A+�6A�*�


.���0�	!�	��
	
������	8�8��	��5��	����������	0�
��	C���
	��	��
�/���&��	
�0����
����
��&�	,.�&�����	������
�(���
(�����(�.(�
���	�*�56�*5<


.���0�	!�	��
	
���������./�	�����	��5��	#�������	�,	�	&��������
����������	0�
��	C���
	��	�	���������C��	
�����C.����	,.�&�����
"	
��� �����(� ����	���	�*+6��*�

)B4����	 ���	 �����	 10���&������	 ,��	 ��0���	 �������	 �,	 ���.���
� ��&����	 ,��0	 ��0��������&��������
	 ��	 �����&��������

�����������	 ��	 ��,����������	 1�2	,	��� ����	
�� �'	���	
���$
��	�������
� 	���#	�	��
���4	
����	 ��������	�������	�� 
!����	"�#�	<5�6<9��

)B4����	���	�**A�	�����������	���	0������	��������������	'��&.�����
�,	 I��������	 ��	 ���	 ��������J	 C�	 ��7�1�	'�����	������(��	�
�
���
(��
�(�%��
���(�	��	A�65<�

)B4����	��$��	�**��	E��	���������&	������	���������6�	�� 	$�����&�
0�
���	#����
	�&$�!����������	

���	����	<996<���

)B4����	���	�**+�	����������	��	��
�������	�

	�-��������#��(�
���	<5<6<9<�

)B4����	���	$���������	#��	4��H&��	$�	��
	�������0��	%��	�**<��
����������	 ��
	 �����������	 ��
�������	8=��#="�8"=	 	 �����
#���0C���	��&��	?���&��	#C����&�	��2	$*�*+K	8#8*<�#�*��+AK
�����
)�$�*�*+

)B4����	���	$���������	#��	4��H&��	$�	��
	�������0��	%��	�**<C�
#����&�����	�,	���	$�����&�	0�
��	��	�����0����.��	�����������
������	��(��-��	9A:A�;�	?���	
����	�.�����	#C����&�		�����*��

$��������	 ���!��	��9*�	>����	 ���������	 ��	 ������	���(� �'(�5����
��
���	���	55	6	�*��

$�.�����������	#��	�����	����������	�,	����	 �����	��	�����&�����
�,	���	&��&���	�,	��
����
���	
�0�����	������
�(�		��	A*+6A���

$�.�����������	#��	 �����	 8,,�&�	 �,	 ����������	 �,	 ����� ����	 ��
��
��.��&	&��
.&�������	.(�������
���	���	+�6+��

$�.�����������	#��	 ��5*��	8,,�&�	 �,	 ��������
	 ���	 ��	 ����������
&.����	�,	�	����.�	C�
�	��
	��	���	��
��.��&	&��
.&�������	����
�
���	��	�	�+A6����

$�.�����������	#��	 ��5*C�	����������	 �,	 ����	 ����	 ��	 ����.���
����.�	C�
�����������
�(�	��	�	+6���

$�.�����������	#�	��
	7���
��	8�37��	��5��	����������	�,	����	 ����
�	������
����
��&�	�,	
�0�����	������
���	����	<*�6<���

$�.�����������	#�	��
	E(�0���	8��	��5A�	����������	��	������������
C�� ���	��
��.��&	&��
.&������	��
	�.&������������
���	����	�+*6
�+��

$�����&��	$��	��<+�	LC��	
��	0�������&��	��&� ���.����6��
�
����

�7��#������		��	�556<*��

%�����(���	)��	�**��	�����0�	 ���	�����������	����2FF�.&��
�.&&���F
����������F��
��5���0

���������	#��	 ���A�	%�������
�	��������� ������
�������	 ���������
�������	=��0����



����������	
���
����
���
���
������
��
���������
����

��
�����

�

��
��
�����

������
�
����������
���
���

�����

���

����	�
 ���

!��
"��

	�
� �����
�����
���
�����	�
��
�#���

	��
������
�������������
�
%������������+����������)�������������
��
�1��
���
��2�� �

8����
����
�+�/�
 ���%����1��
���
��2���(���������������� �
� �������� ��/� �� ����,�� �����
 ����������������������� �

������������� �����++����/����(��������@�,������%����$�/$�
� ���
���
�����

( ) 1 ( ) 0 ( )y t m S m S� �� � � � � ����

���������������)�
�$����+�
�/
����$�
����,�� ��%���)�
�$��
�����)/�������
��
��+�
�/
����$�
����,�� ��+�����/�
 ��.$����
�
 �.���3�� ���������(��������
�������������)�
�$������ � �
$ �+��)���������
�������
���+�������-��,��4������@��  
���
�.��������

+$������.��$�� ,�����+������ ,

1 2( ) ( ) ( )k km S m S m S� � �

2 1( ) ( ) ( )k km S m S m S� � � � ����

	= ��������
 �.���������� �
�

1 1

1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( )k km S m S m S

y t s t
k k

� ��
� � �� �
	 


����

1
2

( )
( ) ( )k

m S
m S s t

k

� �
� � 	 �
 �
� 


������
1 2

1 1( )k k� � � � �%�����
 �.�������� �� ��/��
����+��)

�

( ) { ( )}y t P s t� � ����

������!��������8����
����/��
�����%����� �
�������(����	= ����
������������������� ���
 ��/��
������++��� ��
���=$
��� 

( ) { ( )}
ds

x t P s t
dt

� � � ��D�

*���+,1��D
�������!���
�����	��
�������������
��C��

�����"���
��

8����"�������
�����������
������;%�;���������	%����	
���
��
������
�
E������!���
��
��
����	��������������������
�D���������D��������
�
�������D������
��
�����
��
�
�����
���������
����
�����������&������
�
�������D������
��
�����
��
�
�����
���������
����
������������)��,���
�
���E%�D�
���
D�����������������	������%��
��
��
������
����!�
����E���
���������
������������
��!��!�
��!���������
��
��	������������!�
%

������
��������
�D������D�����
�����������

�����

x(t)

L(t) −

β

ααmax

max
β

+S (t)

S (t)

 

@���
�8����
���)������������ ��������� ��������$�/$��)$��
�
(�� 
� ��++��� �� +��)� 
�� ���� ��
����

1

1
k � 
 ��

2

1
k �)$��� .�

��������� � � ���� �
�+�/�
 ��� %���� �
 � .�� 
����(��� .�
)���+�� ,� ����8����
���/�
 �� 
�� ���� � � �@�,�� �B��@��)
���������
 �.����� ���
�������$�/$�����������+������ ,

1 2

1 2

( ) ( )
( ) ( )k km S m S

y t s t
k k

� �
� � �� �
� 	

����

�������
��
�
 ��

��
�
���������,�� �������@�,���B��������������� �


���������������/
�
����/

�
����/����(�����
 ���������������$��� �

� /$�� (
��
.����%���� �
 � 
���� .�� ��/���� ���� � � 
� .���&
��
,�
)����� �� �@�,�����

� ��� 0 ( ) maxs t �� � � ��� �	= �� ����� �
 � .�� ��)/��+���

*���+,0��D
�������!���
������������"���
��
�"�������
�����������

�����;%�;��������

��	
%��

��	
����
��
������
��E�������!���
��
��
����	����

���������������
�D

�
��������D


�
������
���������D


�
�����������
��
�


�
�����
��
��
�
�!���
������!����
�
����
�������
�
������
��������

D

�
�����������
�
�
�����
����
��
������!����
�
����
�������
���

�
��,���

�
���E%�D�
���
D�����������������	������%��
��
��
������
����!�
����E���
���������
������������
��!��!�
��!���������
��
��	������������!�
%

������
��������
�D������D�����
�����������

�����

*���+,'��#�
�
���������	��
�������������/����6:��

L(t)

s(t)

β

S (t)

S (t)

αmax
α

β

max

k

2
k

1

Σs(t) y(t)
Sk1

Sk2

m
k1

m
k2

_1
k2

_1
k1


